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Durée de I’épreuve : 2 heures et demie.
Les calculatrices sont interdites pour cet examen.

On considere la fonction

i. Déterminez le domaine de définition de f.
ii. Déterminez les éventuels zéros de f.
iii. Déterminez les éventuelles asymptotes de son graphe.
iv. Etudiez la croissance/décroissance de f et caractérisez ses éventuels extrema.

v. Esquissez le graphique de f en listant explicitement les résultats pertinents obtenus ci-dessus et en
les reliant aux caractéristiques du graphique présenté.

vi. Déterminez la(les) valeur(s) de P pour que la droite d’équation y = Px soit tangente au
graphique de f.

Quel est le volume maximum d’un cylindre circulaire droit inscrit
dans un cone de hauteur H dont le rayon de la base vaut R (voir
figure ci-contre) ?

Question III

On considere une particule initialement déposée sans vitesse a la surface d’un milieu résistif et qui
pénetre dans celui-ci sous I’action de la pesanteur. La loi de variation de la vitesse en fonction du temps ¢
est donnée par

4
t
v(t):oc[te_’/‘—i— i )2} pour t>0

(rP+12
ol o et T sont des constantes strictement positives.

Calculez la profondeur de pénétration z(¢) de la particule dans le milieu résistif en fonction du temps
sachant que

z(t) = /Olv(s) ds



SOLUTION TYPE

Avertissement : Les solutions proposées ci-dessous sont des solutions types. Pour la plupart des
questions posées, différentes procédures de résolution peuvent étre mises en ceuvre pour aboutir a la
solution. Le choix de la méthode est libre pour autant que celle-ci soit appropriée et correctement justifiée.

Soit la fonction

o)==

 In’x
i. L’argument de la fonction In doit &tre strictement positif et le dénominateur de la fraction définissant
f différent de zéro de sorte que dom f =]0, 1{U]1, +oo].

ii. La fonction f est strictement positive sur tout son domaine. Elle n’a pas de zéro.

iii. e Oncalcule
lim f() = tim —— = 9" g+ ()
X)) = = — =
x—0t x—0t lnzx —+o0
Des lors, le graphique de f ne présente pas d’asymptote verticale mais on constate que f admet

un prolongement continu en x = 0.

e On a aussi .
X
XILI% f(x) XILI% ]n2x o+ +
Des lors, le graphique de f présente une asymptote verticale en x = 1.

e On calcule ensuite

—+o0
lim f(x) = lim — =
X—>+o0 x—+o In“ x o0
Ona
(& _ . x e
1m P = 1m =
x—teo (In®x))  x—te2lnx oo
et

: (x)’ "
lim —— = lim = = 4o
x—teo (2Inx))  xote2

de sorte que, par ces deux applications successives du théoreme de 1’Hospital,

lim f(x) = oo

X—>4-00
Des lors, le graphique de f ne présente pas d’asymptote horizontale en oo,

Recherchant finalement une éventuelle asymptote oblique en +co, on calcule

1 1
tim 7% — i —=—=0"
xode x aofelnlx oo

Ce résultat ne pourrait conduire qu’a une asymptote horizontale dont nous avons déja démontré
I’inexistence.

iv. On calcule

£

1
< X >’ ln2x—2xlnx; Inx—2
X) == = —

4 3

Inx In"x In” x

Cette dérivée s’ annule uniquement quand Inx = 2, soit en x = 2. La nature de ce point stationnaire
peut étre étudiée sur base du tableau des variations ci-dessous.



[3%]

X 0 1 e
Inx 7 - 0 4+ 4+ +
Inx—2| 3 - - - 0 +
fflx) | =0 + 3 — 0 +
fx) | =0 A AV N\, min N

La fonction est croissante a gauche de I’asymptote verticale et décroissante a droite. Elle est aussi
décroissante a gauche de e et croissante a droite. Elle y présente donc un minimum avec

e? e?

T It 4

f(e)

Pour préciser le comportement de f au voisinage de I’origine, on calcule

Inx—2 oo

A S =l ey T =
Ona (Inx—2) 1 1
iy A S T e 0
de sorte que, par application du théoréme de I’Hospital,

lim f'(x) =0

x—>0+f( )

On constate donc que le prolongement continu identifié a partir de () posseéde une tangente
horizontale, i.e. que le graphe de f se raccorde horizontalement avec le point (0,0).

v. Le graphique peut alors étre tracé en vertu des éléments déterminés ci-dessus.

Domaine : |0, 1{U]1, 40|

Fonction strictement positive sur tout son domaine.
Asymptote verticale x = 1.

Prolongement continu en x = 0.

Minimum en x = e? avec f(e?) = e?/4.

Limite de /' =0enx=0.

e2/4

1 2 X

vi. Pour que la droite d’équation y = Px soit tangente au graphique de f en %, il faut remplir deux
conditions. II faut d’abord que le graphe de f et la droite y = PBx aient un point commun, soit

= f(%)
1l faut ensuite que la droite soit tangente au graphe en ce point, soit

B=r®



Ces deux conditions s’écrivent respectivement

X ot B Inx—2
In2 3%

Bi=

=
—
=

La premiere équation ci-dessus donne X = 0, qui doit étre rejeté puisqu’il n’appartient pas au domaine
de f,etP=1/ In? %. Par substitution dans la seconde, nous obtenons

I Inf-2

soit

qui n’a pas de solution.

Nous en concluons qu’aucune droite passant par 1’origine n’est tangente au graphique de la fonction

f.

Le volume d’un cylindre de circulaire droit de rayon r et de hauteur 4 vaut V = mr2h.

Dans tout plan vertical comprenant I’axe de symétrie commun au cone et au cylindre, on a

LS

Dans les triangles semblables O’SA’ et OSA, on peut écrire

r H-h R
r_fog-n = (H-h
R H = r=gWH=n

Le volume du cylindre peut alors étre exprimé au moyen d’une seule variable sous la forme

R? R? .
V(h) = Mo (H — h)?h = nﬁ(th— 2HW* 4+ 1) ot hel0,H]



Pour identifier le maximum de cette fonction, on calcule

R2
V'(h) = T (3h* —4Hh+ H?)

qui s’annule quand
b 4H £+/16H?—12H*> 2H+H

B 6 3
La fonction V posséde donc 2 points stationnaires appartenant a [0, H]. Le point # = H donne un volume nul
qui ne correspond pas au maximum recherché. Le point stationnaire # = H /3 correspond bien au volume
maximum puisque, comme le montre I’étude du signe de V', V est croissante a gauche de H /3 et décroissante

a droite :
h |0 H/3 H
Vii+ + 0 - 0
V10 / Max N\, 0

En conclusion, le volume maximum du cylindre inscrit dans le cone est égal a

y(HY_ B (y H\'H_ R (2H\'H _4nR’H
3) TH? 3) 3 "H*\3) 3 27

Question III

La profondeur de pénétration est donnée par

! —s/T s ! —s/T 4 ! s
Z(l):(l/o se +m dS:(X/O se dS—{—(XT/OmdS

La premiere intégrale de la somme ci-dessus se calcule par application de la formule d’intégration par
b b b

/ fgds= [fg] —/ f'gds
a a a

f=s f=1

parties

aveca=0,b=tet

g/ —e—s/1 g= —1e5/t

t t t
/ se S ds= [—tse_s/'“] +/ e/ ds
0 0o Jo
= —1re”!/T—1? [e_s/'“]t

=12 —e /Y (11 +17)

11 vient

0

Pour la seconde, en posant sS4+ =u, 2sds=du, s=0—>u=1%s=1t —u=1t>+1% on peut
transformer 1’intégrale en

t 2+ 1 171
/#ds:/ du——= |-
0 (s2412)? 2 2u? 2 |u
1 2—12—1

1 1 1
T2 <z2+12 ‘1_2> T 22241 22(2+10)

:| 12412

2
2 2‘2

Finalement,
12

2 —t/t 2
1) =0T oT 14+7T)+ 0T ———<
Z( ) € ( ) 2(t2 Tz)
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On considere la fonction

i. Déterminez le domaine de définition de f.
ii. Déterminez les éventuels zéros de f.
iii. Déterminez les éventuelles asymptotes de son graphe.
iv. Etudiez la croissance/décroissance de f et caractérisez ses éventuels extrema.

v. Esquissez le graphique de f en reliant explicitement chacune des caractéristiques du graphique
présenté aux résultats obtenus ci-dessus.

vi. Déterminez la(les) valeur(s) de P pour que la droite d’équation y = Px soit tangente au
graphique de f.

Evaluez chacune des expressions suivantes :
1
i. / V1+4+3xdx 1il. /coszxdx
O /

LoV, s iv. [ e'cosxdx
il. / x“e " dx
0

Question III

<
On considere une cuve dont la surface est générée par la rotation —|—
autour d’un axe vertical de la courbe d’équation 2
h ..................... 7= h_z
2 R
z=h ﬁ

ou & est la hauteur de la cuve et R le rayon de la surface libre (voir
figure ci-contre).

Déterminez le volume de cette cuve.




SOLUTION TYPE

Avertissement : Les solutions proposées ci-dessous sont des solutions types. Pour la plupart des
questions posées, différentes procédures de résolution peuvent étre mises en ceuvre pour aboutir a la
solution. Le choix de la méthode est libre pour autant que celle-ci soit appropriée et correctement justifiée.

Soit la fonction

i. L’argument de la fonction In doit étre strictement positif et le dénominateur de la fraction définissant
f différent de zéro de sorte que domf =R

ii. La fonction f s’annule quand Inx = 0. Son seul zéro est donc x = 1.
iii. e On calcule

XLOJr f(X) )CLOJr X 0+ +

Des lors, le graphique de f présente une asymptote verticale d’équation x = 0.

e On calcule ensuite

. . In’x  +oo
Jm flx) = lim ===
Ona
. (In’x)’ .. 2lnx 4o
lim = lim -
X—>—o0 (x)/ X—>+o0 X +oo
. 21nx) 2
fim Y2
X—>+-00 (x)/ X—too X

de sorte que, par ces deux applications successives du théoreme de 1’Hospital,

SRS =0
Des lors, le graphique de f présente une asymptote horizontale y = 0 approchée par le dessus

(puisque f > 0) en +oo.

iv. On calcule

1 2
In2x / 21nx;x—ln X Inx
= x2 = x—2(2—lnx)

flx) =

X

Cette dérivée s’annule quand Inx = 0, c’est-a-dire x = 1, et Inx = 2, c’est-a-dire x = e2. 1l y a donc
deux points stationnaires dont nous pouvons déterminer la nature a partir du tableau des variations

suivant.
X 0 1 e?
nx |3 - 0 + + +
< 10+ 4+ 4+ 4+ 4
2-Inx |3 + + + 0 -
fo |2 - 0 + 0 -
fx) |7 N\, min A~ Max \,



La fonction est décroissante a gauche de x = 1 et croissante a droite. Elle y présente donc un
minimum avec f(1) = 0. Elle est ensuite croissante & gauche de x = e? et décroissante a droite,
de sorte qu’il y a un maximum en ce point avec f(e?) = 4/e.

v. Le graphique peut alors étre tracé en vertu des éléments déterminés ci-dessus.

V1.

e Domaine : R

Asymptote verticale x = 0.

Asymptote horizontale y = 0 en 4o approchée par le dessus.
Minimum en x = 1 avec f(1) = 0.

Maximum en x = e? avec f(e?) = 4/e?.

1 o2 AH *

Pour que la droite d’équation y = Px soit tangente au graphique de f en %, il faut remplir deux
conditions. II faut d’abord que le graphe de f et la droite y = PBx aient un point commun, soit

Bx = /(%)
1l faut ensuite que la droite soit tangente au graphe en ce point, soit

B=r®
Ces deux conditions s’écrivent respectivement

P -
Bi = lnfx et B= 1;};(2 ~In®)
La premiere équation ci-dessus donne )
In“%

soit, puisque X # 0 dans domf,

Il y a donc 2 solutions.
e Inf=1,%=eetP=1/e? de sorte que la droite d’équation y = x/e” est tangente au graphique
de f au point d’abscisse x =e.

e Ini=0,%=1etP =0 de sorte que la droite d’équation y = 0 est tangente au graphique de f au
point d’abscisse x = 1 ol f présente son minimum.



In’x

==
y=x/e?
y=0 i ’e %
1. Ona X

! 12 2 14
/\/1+3xdx: “Z(43) =Z8-1)=—

0 33 0 9 9

il.

iii.

1v.

Soit a calculer

L,
/xe*xdx
0

En posant X=t,32dx=dt,x=0—>t=0,x=1—t=1,0n peut transformer I’intégrale en
let —e 1 1
o 3 3 ]g 3 e

14 cos2x X sin2x
2
/COS xdx / 5 X 2—|— 1 +

On a

ou C désigne une constante arbitraire.

Soit a calculer
/ e cosxdx

Par application de la formule de primitivation par parties

/fg’dX=fg—/f’g dx

avec
f=cosx f' = —sinx
g/ — ex g= ex
on obtient
/excosx dx = excosx+/exsinx dx 6]

Une nouvelle application de la formule de primitivation par parties avec

f=sinx f' =cosx
g/ — ex g — ex
donne
/ex sinx dx = e*sinx — /ex cosx dx (€3]

4



Rassemblant les résultats (1) et (i), on obtient
/excosx dx =¢e*cosx+e sinx — /excosx dx

soit
2/excosxdx:excosx+exsinx+C

ou C désigne une constante arbitraire. Finalement, on obtient donc
X 1 X :
e cosxdx = 5€ (cosx+sinx) +C

o C = C/2 désigne une constante arbitraire.
De fagon alternative, on peut utiliser
cosx = R(cosx+isinx) = R(e™)

de sorte que
/excosxdx = /exi)t(eix)dx: m(/e(lﬂ')x dx)
(I+i)x
=9?<e . +c>
141

i
:%(Tlex[cosx—kisinx]) +C

ou C désigne une constante arbitraire

1
=3 e* (cosx+sinx)+ C

ot C = R(C) désigne une constante réelle arbitraire.



Question III

Z
S
72
Bl EZ:hF
R 7

Le volume engendré par la rotation de la courbe z = Ar? /R? autour de I’axe OZ s’exprime par

h
v :n/ r*(z)dz
0

ol r*(z) = R*z/h, soit

h R2 R (21" mR2R2 wR2K
V:Tc/ —zdi=—|Z| =——==—
o h h 2], h 2 2
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