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de Liége

Pour quelles valeurs du parametre rpéEquation
4p¥ —4px+1=0

n'admet-elle aucune solution réelle dans l'intervall&l]@®

Question Il

Résoudre dang I'eéquation

284133 =0
Question Il
Soit la fonction
f(x) = exp(asinx) (qui se note égalemerfi{x) = e*S"X)

oua est un paramétre réel non nul.
i. Endiscutant s'il y a lieu en fonction de la valeur prise [@aparametre,

() déterminez le domaine de définition fip
(b) déterminez st est paire (ou impaire) ;
(c) déterminez sf est une fonction périodique (si oui, donnez-en la pélipde
(d) déterminez les éventuelles asymptotes du grapte de
(e) déterminez et caractérisez les éventuels extrema;
(f) déterminez les valeurs depour lesquelled (x) ne dépend pas de;
(g9) esquissez le graphe de

ii. Poura =+/2, déterminez I'équation de la droite
d représentée en pointille dans le graphe ci-
contre et qui est a la fois tangente au graphe de
f et sécante au méme point. f

Consignes pour I'examen :

— Répondez aux trois questions sur des feuiliggagges. Si vous neepondez pasa une question,
remettez une feuille blanche.

Ne recopiez pas l&gnoné&s mais indiquez clairement le néaro de chaque question et de chaque
sous-question.

Inscrivez vos NOM et pnom sur chaque feuille.

L’examen se terminé 18h.

LES CALCULATRICES SONT INTERDITES



SOLUTION TYPE

Différentes approches peuvent généralement étretaéeemour répondre aux questions posées. La
solution type ne présente qu’un nombre limité d’entlesel Toutes les méthodes de résolution sont
cependant acceptées.

Solution |

Le discriminant de I'equation
4p¥ —4px+1=0

est donné par
p=16p>—16p=16p(p—1)

Le nombre et la nature des solutions peuvent des lors &mmitds en

fonction de la valeur de:

e sip<0oup>1,lediscriminant est strictement positif et 'équation
admet les deux solutions réelles distinctes

pEvp(p-1) 1 vp(P—1)
2p 2 2p

e si p=1, le discriminant est nul et 'équation posséde la sealeti®n
réelle 1/2;

e si p=0, I'equation devient & 0 et n'admet donc aucune solution ;

e si0< p< 1, lediscriminant est strictement négatif et I'equatmsséde
les deux solutions complexes conjuguées

1, .vp(1-p)
Eilizp

Les deux derniers cas correspondent a la condition der@&; I'équation
proposée ne posséde aucune solution réelle dans Vailer0,1]. Cette
condition est également rencontrée dans le premier @ssiulement si

p(p—1| 1
' o |72
soit
p(p—1) > p?
c'est-a-dire
p<0

En conclusion, 'ensemble des valeurs acceptables pest dond — o, 1].

RemarqueSi p = 0, I'équation n'admet pas de solution. Sinon, elle se
réécrit comme suit

4hE—4x+1/p = (2x—1)*—(1-1/p) = 0,
c'est-a-dire
(x-1)* = (1-1/p)

On ax € [0,1] si et seulement si2- 1 € [—1,1] ou encorg2x— 1)? € [0, 1]
ou encore 1/p € [0,1] c’est-a-direp > 1, d’ou le résultat sans méme
résoudre I'équation. TOTAL Q1 : 15pPTS



Solution Il

L'équation proposée peut s'écrire
7%= 313

et les solutions recherchées sont donc les racines 18-élmenombre
complexe—3+ 3i.

Le module du nombre complexe3+ 3i esty/18 = 3v/2 et son argument
est 31/4 de sorte que

2% =118 cis%T

ou encore, pour toute valeur entierelge
8 . (3
7% = \/18cis 7 ki
Les solutions de I'équation s'écrivent donc

3 . 3t 2K\ g . (T KT
7= mCIS<m+E> = mC|5<ﬂ+§>

ou k est un entier quelconque. On identifie cependant seulem@&nt 1
solutions distinctes formant 'ensemble

{%cis(z—T;Jr%T) :k:O,l,...,l?}.

Solution Il

i. Déterminons les propriétés de la fonctiébndans le cas ow prend une
valeur réelle quelconque non nulle.

TOTAL Q2 : 15PTS

() Les fonctions sinus et exponentielle étant définiesRsue domaine
de définition def estRR, quel que soiti € R. a) Domaine de définition : 1 pt

(b) Ona
f(—x) = explasin(—x)] = exp—(asinx)]

La fonction exponentielle n’étant ni paire, ni impaire,@mdéduit que

la fonction f n’est, elle non plus, ni paire, ni impaire. b) Absence de parité : 1 pt
(c) Recherchons s'il existe des nombres positifs non fitkds que Connaissance de la notion de
période : 1 pt

f(x+T)=f(x) VxeR

et, si c'est le cas, identifions le plus petit d’'entre eux qeriasla
période. On doit avoir

explasin(x+ T)] = expla sinx] VX e R,

soit, en prenant le logarithme des deux membres et en teaanite
du fait quea est non nul,

sin(x+T) = sin(x) vxeR

La fonction sinus étant périodique de période Aous pouvons donc
conclure quef est également périodigue de période- 21t Période de la fonctionm : 1 pt
c) Total : 2 pts



(d)

(e)

Asymptote verticale ?

Le graphe def ne présente pas d'asymptote verticale puisque la

fonction f est définie suR.

Asymptote horizontale ?
Il N’y a pas d’asymptote horizontale, ni emo, ni en—oo, puisque les
limites

XL'TOO exp(a sinx)

n'existent pas. La fontionf oscille indéfiniment entre exp et

exp(—a).
Asymptote oblique ?
Il N’y a pas non plus d’asymptote oblique puisque

. explasin
lim 7Xp(xl X):O

X—=+o0

En effet, le numérateur oscille indéfiniment entre exgi exg—a) et
le dénominateur croit indéfiniment.

Notons que I'absence d’asymptote horizontale ou oblique pessi
se déduire de la périodicité de la fonction Bur

En conclusion, la fonctior ne présente aucune asymptote.

En vue de déterminer les éventuels extrema, calcuiofrtons que
f est dérivable suR) :

f/(x) = a cosx exp(a sinx)
Cette dérivée s'annule quand cos 0, soit en
1
x:i§+2kn, keZ

et change de signe de part et d’autre de ces points qui sontddmn
extrema. On a aussi -
ot — "
f <2 + 2kn> €
et -
_ — —a
f ( 5 +2kn) €

Plus précisément, en faisant le tableau des variationtaguériode
centrale]—Tt, 11 de la fonction, nous pouvons conclure que
— sia >0,

\ —T1/2 /2
1 — 0 + 0 -
fl N\ e ¢ A - N

la fonction f présente des minima locaux ga= —11/2+ 2kt dont
la valeur ese™® et des maxima locaux en= 11/2 + 2kt dont la
valeur est &;

Absence d’'asymptote verticale :
1pt

Limites en +o et absence
d’'asymptote horizontale : 1 pt

Limites en +o et absence
d’'asymptote oblique : 1 pt

d) Total : 3 pts

Utilisation def’ pour identifier les
extrema : 1 pt

Calcul/valeur dd’ : 1 pt

LoTetzaIisation d’éventuels extrema en
ii +2km: 1pt

Technique de caractérisation des
extrema par étude des variations
de f’ ou calcul def” aux points
considérés : 2 pts

Identification de o comme
parametre de discussion : 2 pts
Conclusions : 4 pts



— sia <0,

\ —-T/2 /2
']+ 0 - 0 +
fl 7 e N &

la fonction f présente des maxima locauxes —11/2 + 2kt dont
la valeur esie™® et des minima locaux er= 11/2 + 2kt dont la
valeur est &.
Remarquons gque la nature des extrema peut également sieedéa
signe de la dérivée seconde en ces points. On a

f”(x) = aexp(a sinx)(— sinx-+ o cos )
etdonc

a>0

(/2 + 2km) = —0€” {< 0 sl
a<0

>0 si

On peut donc en déduire I'existence de maxima locaur/@n- 2kt
sia > 0 et de minima locaux en ces mémes points 0. De méme,
de

a>0

a<0

>0 si

f’(—1/2 4 2km) = ae @
mzram —ae "0

on déduit I'existence de minima locaux em/2+ 2krtsi a > 0 et de
maxima locaux en ces mémes pointsist 0.

(f) Nous cherchons lespour lesqueld (x) = exp(a sinx) ne dépend pas
du parametrer. Ceci n’est possible que si

sinx=0
soit
x=km, keZ
avec
f(km) =1

(g) Poura > 0, le graphe présente l'allure suivante dans sa période

e) Total : 11 pts

f) Points en lesquel§(x) ne dépend
pas dex : 2 pts

Esquisse du graphe dans le cas
a > 0 (avec valeurs patrticuliéres) :
2 pts

centrale.
f(x)
RN 4 ea
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; \
; \
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Pour a < 0, le graphe présente l'allure suivante dans sa période

centrale.

Esquisse du graphe dans le cas
a < 0 (avec valeurs particuliéres) :
2 pts

f)
y 1
\\\ /// eu .\/
it
2

ii. Dans la cast = v/2, la fonction devienf = exp(1/2sinx).

La droite dont nous cherchons a établir I'equation estj¢éate au graphe
de f en son premier point d’inflexion d’abscisse positive. Lesn{so

d’inflexion veérifient
f’(x)=0

On obtient successivement,
f'(x) = V2 cosx exp(v/2sinx)
f(x) = V2 exp(v/2sinx) <— sinx+ \/ﬁco§x>
— V2 exgv25sinx) (—\fZSinzx— sinx+ \fZ)

Le trindbme du second degré en siadmet comme zéros

—V2 et\/z

2
dont seul le deuxieme est acceptable puisqu’on a toujelrs sinx < 1.
Lesx qui annulentf” vérifient donc

sinx:—2
2
Il s’agit de
x:g+2kn, keZ
et
X= 3ZH+ZKT[, keZ

Parmi ceux-ci, la plus petite valeur positive rst 11/4. En ce point,

(§)-e w 1(5)-e

Ainsi, la droited = y = ax+ b, que nous cherchons, est la droite dont la
pente vaue et qui passe par le poifitt/4,e). Ces deux conditions s’écrivent

ert

a=e et e=—+b
) +
et donnent finalement y -
d===x+1—-
e 4

X

g) Total : 4 pts
i. Total : 24 pts

Identification de la droite comme la
tangente au point d’inflexion : 2 pts

Valeur def” : 1 pt

Localisation du point d'inflexion en
X=T1/4:1pt

Caractéristiques de la tangente : 1 pt

Equation de la tangente : 1 pt

ii. Total : 6 pts
ToTAL Q3 : 30PTS



