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EXAMENS DE 2013
JUILLET 2013

ALGEBRE

1. Soit un polydmea coefficients@elsP(x) = ax? + bx+ c tel quec < 0 < a.

a) Prouver que le discriminaftp = b? — 4ac est strictement positif et que le
polyndme admet deux racinesellesu etv telles queu < 0 < v.

b) Soite= ¥ etQ(x) = —x?P(e+ 1) = ax?+b'x+C.
Etablir quec’ < 0 < & etAq = Ap.

c) P'clnur qgelles valeurs dec {0, 3, %’,—%a,\/—u, VV,v/—uv} le point b) reste-
t-il vrai~

2. Résoudre danR I'in équation suivante, dans laquedlest un pararetre €el :

X
at+vx—asl ———
T a—y/Xx—a

Quand a-t-on Egalie ?
3. Résoudre dan€ le syseme suivant, dans lequelest un paramtre complexe :

mx+y= —i
X+ (im+2)y = —m

Pour quelles valeurs da le syseme admet-il au moins une solutiéx y) telle que
X,yeR?
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ANALYSE

1. Soit la fonction
f(x) =x%Inx

a) En consiérant d’abord le cas = 2,

i. déterminer le domaine definition def ;

ii. déterminer leventuelles asymptotes du graphefde
iii. étudier la croissancegdroissance dé et caractriser le®ventuels extrema;
iv. étudier la concavit du graphe et situer l&ventuels points d’inflexion;

v. esquisser le graphe de

b) Dans un cas pluségéral, ceterminer toutes les valeurs érgs du paragtrea
pour lesquelles le graphe deprésente I'allure ci-dessous. Justifier.

f(x)

N

2. Determiner les dimensions (rayon de la bRset hauteuh) d’'une canette, assingié
a un cylindre parfait, devant contenir un volurdedonre et pouvanétre ealige
en utilisant le minimum d’aluminium, c’est-dire pésentant I'aire totale minimale.
Justifier.

Que vaut I'aire minimale ?
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3. a) Calculer les trois iegrales suivantes :

) /Omdx i) [ e ox i) /1xlnxdx
b) Montrer que
/"/2 sinxdx (W2 dx
0o sinx4cosx Jo tgx+1

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Verifier I'identité suivante :

sin2a+sin5a—sina B
cosA+cos@m+cosa

2. Résoudre Equation suivanteans calculatrice

tg?X—4tgx+1=0

3. Démontrer que, si dans un triangle l'idegtguivante estérifiee,

i+cot B—ic
sing T 0T T

alors ce triangle est rectangi® b et c désignent les longueurs dedtes oppo8s aux
anglesa, (3 ety respectivement).

4. On conn#é les distances ci-dessous entre les villes ainsi que |duat®n
géographique. On suppose une Terre plane.
Calculer la longueur vol d'oiseau du parcours du tour de France partant de Paris

et passant successivement par les villes de Lille, Stragbdyon, Montpellier,
Bordeaux, Nantes et Paris. Utiliser 4 chiffres@pla virgule dans les calculs.
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Paris - Lille 200 km
Nantes - Lille 505 km
Montpellier - Lille 780 km
Paris - Strasbourg | 400 km
Strasbourg - Nantes| 713 km
Paris - Lyon 394 km
Nantes - Lyon 518 km
Paris - Montpellier | 596 km
Paris - Bordeaux | 500 km
Q Strasbourg - Bordeauk 761 km

Strasbourg

Paris - Nantes 343 km

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

Résoudre trois des cing questions suivantes.

1. Par un pointP intérieur a un cercleC de centreO, on trace deux droites
perpendiculaires. Les intersections de ces droites aveErment les sommets d’un
quadrilagre convexdBCD.

a) Démontrer que les anglé\?ﬁB etCOD sont suppgmentaires.

b) Par les point#A, B, C et D, on mene quatre tangentes C, qui forment les
cotes d’'un nouveau quadrilte convexe. Bmontrer que ce quadrike est
inscriptible.

2. On donne un cercl€ de centreD et on consiére trois pointsA, B etC de ce cercle
tels queA et B sont fixes et diargtralement opp@&s. On construit alors le poillt de

telle sorte que les vecteﬁ etCB soientégaux. On demande de
a) trouver le lieu du poinb lorsqueC parcourtC;

b) trouver le lieu du poinM, défini comme l'intersection des droiteésC et OD,
lorsqueC parcourtC.

(Dans les deux cas, on demande éertte avec pEcision la nature du lieu.)
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3. Dans un triangl&BC, on note respectivemehf, B’ etC’ les milieux des 6tés|[BC],
[AC] et [AB]. Démontrer que, si les droitésX et BB' sont perpendiculaires, alors on a

|AN|? + |BB|?> = |CC|?,
ou |XY| désigne la longueur du segmekKty|.

4. On se place dans un ke orthonorra de I'espace. On donne les droiths dp, d3
par lesequations caésiennes suivantegetb étant des&els non simulta@ment nuls :

y=0 y=2 y=1
Oll{z:x CI2{z:l—x OI3{aerbz:l

On consiére alors une droitd incluse dans un plan @duationz= A, ou A est un
paranetre €el, telle quad s’appuiea la fois surd; et surd,. On demande de

a) donner degquations caésiennes dd, en fonction des doraes et du paraétre
A
b) déeterminer les valeurs deetb pour lesquellesl s’appuie sur la droitéls.

5. a) Demontrer que, si un poift de I'espace estquidistant de deux droiteécantes
en un pointA, alors les projections orthogonales eur ces deux droites sont
équidistantes dA.

b) En ceduire que si les six ates d’'un étraedreABCD sont tangente& une néme
sphere, alors on a

|AB| + |CD| = |AC| + |BD| = |AD| + |BC|

ou |XY| désigne la longueur du segmeHty|.
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SEPTEMBRE 2013

ALGEBRE

1. Résoudre et discuter le sgshe suivant, dans lequakest un pararetre €el :

(a—1)x+ (a—2)y+az=2a+1
ax+2az=6a—2
X+ (2—a)y+az=4a—3

2. SoitP le polyrdbme
P(x) = xX*—6x3+14x® + ax+ B

Calculer les nombres et 3 ainsi que les quatre racines Besachant que la somme
de deux des racines vaut 2 et que le produit des deux autiassa@ut 3.

3. Résoudre dank I'in équation suivante :

log,(x+1) +4log,(x) < 1

ANALYSE

1. On consiére la famille de fonctions

NGs
f(x) = arctgm

ou 3 désigne un paragtre entier strictement positif.
En discutant s’il y a lieu en fonction de la valeur @le

a) determiner le domaine deeéinition def;
b) determiner legventuelles asymptotes du graphefde

c) étudier la croissance#droissance dé, déterminer et caraétiser leseventuels
extrema;

d) esquisser le graphe de
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2. La resistance en flexion d’'une poutre de section R
rectangulaire est proportionnelle au produit de la
largeur? de la poutre et du carde sa hauteun,
le.

r=y/¢h? | |
ou y est une constante strictement positive. ¢

Déterminer les dimensiong ét h) de la section de la poutre pouvatte cecougee
dans un tronc d’arbre (parfaitement circulaire) de ralat piesentant lagsistance la
plus grande.

3. a) Calculer les deux iagrales suivantes :
/2 /2
i) / sinx dx i) / sin?x dx
0 0
b) Calculer les trois primitives suivantes :

) /ﬁ(dx i) /xsinxdx ii) /(4_—)1(2>3/de

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Verifier I'identite et peciser les conditions d’existence :

tg(a+b)+tgla—b) tga(l+tg?b)
tg(a+b) —tg(a—b) tgb(1+tg?a)

2. Vérifier I'identité et peéciser les conditions d’existence :

tg(atb) = sinfa— sirfb
9 ~ sinacosa— sinbcosb
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3. Un des angles d'un trage rectangldBCD vaut 35. La plus petite diagonale vaut
7 centinetres et est perpendiculaire adté& oblique. Calculer legrimetre et I'aire du
trapeze. Utiliser 4 chiffres derere la virgule dans les calculs.

A B

=

35°

4. Soit I'équation suivante

2
V2tgx+ 1= @—Ztgzx—tgx

a) Donner les conditions d’existence.
b) Résoudre Equation.
c) Tracer les solutions entf@, 27 sur le cercle trigonogtrique.

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

Résoudre trois des cing questions suivantes.

1. On consiére un triangle?QRnon iso@le inscrit dans un cercl€. Démontrer que la
bissectrice de I'anglE et la médiatrice du 6té [QR se coupent en un point appartenant

acC.

2. Dans un regre orthonorra du plan, on conséte la parabole d’équation caésienne
y = ax? (ol a est un &el non nul don&). On donne aussi le poiR(Xo,Yo), different
de l'origine des axes. On note alafs la parabole obtenue en translatghtie telle
sorte que le sommet dB coincide avec le poin®.

a) Determiner lequation caésienne de?.

b) On consiére les droitesl passant par I'origin€0, 0). On demande de trouver le
lieu des milieux des segments dont les entites sont les intersections det de

Po.
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3. On consiére deux pointé\ et B appartenand un cercleC de centreD, et un pointP
situé sur la droiteAB. Démontrer |egalige

PAPB= (22,

ou ¢ etr désignent respectivement la longueur du segrife@t et le rayon de’.

4. Dans l'espace muni d'un repe orthonorra, on donne le planl d’équation
carésienneax+ by+ cz= 2, au a,b,c sont des &els non simulta@ment nuls, et on
donneégalement les points

A(2,0,0), B(0,2,0), C(1,1,0), D(0,0,1).

Déterminer les valeurs possibles ad, c pour quell passe pa€ etD et gu'il soit
équidistant d&\ et B.

5. On noteds, dy etds trois droites paradiles de I'espace distinctes et non coplanaires, et
M, 0 et T’ trois plans écantsa ces droites. Les points de peecded; dansm, 10 et 1’
sont respectivement regA, A’ et A”. De néme, les points de pe¥e ded, etds dans
ces plans sont respectivementésB, B, B” etC, C’, C". Démontrer que les centres
de gravié des triangle&BC, A'B'C’ et A’B"C” sont aligres.
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EXAMENS DE 2014

Avertissement
Les modaliés de I'examen sont modiéis : chaqué&preuveecrite se trouveé&duitea une
durée de 2h30.

JUILLET 2014

ALGEBRE

1. Pour quelles valeurs du paratre €elmle polyrdme
X2 4+ (2m—1)X 4-n?

admet-il deux racines positives dont I'une est le triple ‘datre ? Quelles sont les
racines?

2. Résoudre l'irequation suivante :

(X—1)vVXx+4<2—4x

ANALYSE

1. La fonction th, appée tangente hyperbolique, e€ficie par

g

0= e

Déterminer le domaine deefinition de la fonction th, sesventuelles asymptotes ainsi
gue leséventuels extrema et points d’inflexion de son graphe. Sse bas @sultats
obtenus, esquisser le graphe decgh
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2. On consiére les inkgrales

1 yn
Inh= . mdx, neN
a) Calculery, I1, 1> etly.
b) Montrer que
Ih=f(n)—Ih_2, n>2

ou f(n) est une fonction da a determiner.

3. Une base de tir se troued’origine du plan(x,y). Un missile est laneau temps =0
avec une vitesse initialg) et une inclinaison d’anglé par rapport I’horizontale. La
trajectoire du missile est doéa par

X(t)=wtcos6 L.

y(t) = —égt2+votsme gt

X
Ce missile a la particulagtd’exploser lorsqu’il atteint sa hauteur maximale dans le
ciel.

a) Déterminer (en fonction de), g et8) le moment* auquel le missile explose.
b) Déterminer (en fonction d& etg) I'angle 6* qui permet de maximiser la distance
entre la base de tir et I'endroit de I'explosion. Que vautitdaathce maximale ?
Justifier chacun degsultats obtenus. Les constantg®t g sont strictement positives
11
etl e ]0, = [
2

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Montrer que
sin® * ¢ sinf 3n-l—sin"' 5T[-l— sin® m_3
8 8 8 8 2
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2. Résoudre Equation
cosX + cosk = 1+ cos1k

Repgésenter les solutions entre 0 etQur le cercle trigonogtrique.

3. Deuxéglises sont sitees de part et d’autre d’une place horizontale. Les cloaters
ces deweglises sont repisengs respectivement par les segmexiBetCD. Les bases
de ces clochers sonégaées d’'une distancke Un observateur pl@&cau pointC voit
le sommeB du clocher oppassous un anglBCA De meéme, un observateur séau
point A voit le sommetD du clocher oppds sous un angl®AC valant la moité de
I'angle BCA La somme des angl&E Aet DEC sous lesquels un observateur @ae
point E voit respectivement les sommdset D estégalea 90. Si la distancek vaut
60 m, ceterminer la hauteur des deux clochaietCD.

Y

A A
Y

Suggestion exprimer d’abordC et AB en fonction dek.

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Soit un cercle” de centreD. Par un poinP exterieura C, on mene deux tangentes
ce cercle, qui le rencontrent aux points de tangépe¢R.

a) Deémontrer que, dans le triangk)R la bissectrice issue d@rencontre la droite
OP en un point qui appartiertC.

b) On consiére un cercle”’ de centre exdrieura C, et ne possdant aucun point
commun aveq .
Si le pointP parcourt le cercle”, le cercleC restant fixe, dterminer le lieu du
centre du cercle inscrit au triangRQR
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2. Dans un regre orthonorra de I'espace, on donne les droités et d, par leurs
éguations caésiennes

q. - Xx—z—a=0 de X+2y+z—2b=0
2° ) y+3z+1=0 -] 3x+3y+2z-7=0

ou a etb sont des paragtres eels.

a) Montrer que ces droites ne sont pas pated, quels que soieatetb.

b) Déterminer la condition &cessaire et suffisante saet b pour que les droites
soient concourantes.

c) Sous la condition @&ermirée au point grcedent, @terminer alors unéquation
du plan contenant ces droites.

SEPTEMBRE 2014

ALGEBRE

1. Résoudre dan€ I’ équation

1+2)3% = 1-2)°.

2. Résoudre et discuter le sgshe suivant, dans lequakest un paramtre €el :

ax+y+z=1
X+ay+z=1
X+y+az=1

ANALYSE

1. On consiére la fonction
f(x) = In(x+ VX2 +0a?)

ou a > 0 est un paragtre €el.
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a) Déterminer le domaine deeéinition def.

b) Identifier leseventuels extrema locaux de

c) ldentifier leseventuels points d’inflexion du graphe tle

d) Déterminer toutes les valeurs degour lesquelles est une fonction impaire.

2. Compte tenu de laésistance de l'air, la vitesse de chute d’'un corps de masse
initialement abandorsans vitesse est dampar

o= on(-2)

ou g désigne l'acéleration de pesanteut,est le temps et est le coefficient de
frottement fluide. Tous les paraatnes sont strictement positifs.

a) Calculer la vitesse limite de chute, sai = tﬂ)rr v (en consiérantm, g etc
fixés).
b) Calculer la vitesse de chute lorsquedaistance de I'air devienégligeable, soit
Vo = Iimov (en consi@érantm, g ett fixes).
C—

c) Calculer la vitesse de chute d'un corpgstrlourd, soitvy = mllm v (en
consicerantc, g ett fixées).

3. Calculer les expressions suivantes :

4
a)/ V2x+ 1dx
0
e
b) / INX 4x
1 X
1
C) / arctgx dx
0

pourx > 0.

dx
9 | G
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TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Montrer que

sin n Sln7T[ -
12712 4

2. Montrer que, si la relation suivante liant les trois asge B et C d’un triangle est
verifiee : _ ]
. sinB+sinC
SINA= ————
cosB+cosC

alors, le triangle est rectangle an

3. Pour d@terminer la distance entre 2 points inaccessil&lﬁ B, on choisit une base
d’ operatlonCD Iongue de 150m et on mesure les anﬁsD 407, ACD = 69,
ADC = 385° et BDC = 70.5°. Calculer la distancAB (le dessin ci-dessous n’est pas
al'échelle!).

150m ﬁD

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consiére deux cerclegy et (» tangents en un poir&, tels queCy est inérieur
a (». Une droite issue dé rencontre(; et (> en deux points (distincts d&) notes
respectivemen® et Q. La tangente (; issue deP rencontre> en deux points nés
RetS

a) Demontrer que la droitRSest paraklea la tangent@ ( issue deQ.
b) En ceduire que la droit&Q est bissectrice de I’angl@A\\S
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2. Dans un regre orthonorra du plan, on donne la parabole&duation caésienne
y= (x+1)2

Déterminer le lieu des milieux des cordescdugees par la parabole sur les droites
comprenant l'origine des axes.
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EXAMENS DE 2015

Rappel
Les modaliés de I'examen sont modiéis depuis 2014 : chaq@preuveecrite se trouve
réduitea une duée de 2h30.

JUILLET 2015

ALGEBRE

1. Resoudre danR I'in équation suivante

VX2 —dx+4++/x2—1 < X,

2. Résoudre dan€ I' équation

B 2Acosa+1=0

dans laquell@ est un paramgtre gel.

ANALYSE

1. Lafonction arcth, appeé arctangente hyperbolique, pétre cfinie par

1 1+x
arcthx) = zIn——
) 2 1-x
Déterminer le domaine deafinition de la fonction arcth, ses/entuelles asymptotes
ainsi que lesgventuels extrema et points d’inflexion de son graphe. Leechsant,
déterminer lIequation de la tangente au(x) point(s) d’'inflexion.

Sur base dessultats obtenus, esquisser le graphe de @cth
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2. Calculer
1
a) /tgxdx d) /o (1—x3)dx
ex w2
b) /m dx e)/0 Xsinx dx
c) /sin"’xdx

3. Une entreprise inst&@é sur les deux rives d'un fleuve (voir dessin) souhaiterrphe
fibre optique ses deuxatimentsA etB. Le tra@ pvu est compdasde deux segments
rectilignes. La prendre partie du @&ble traverse le fleuve et la seconde esepasur
la berge. La pose duable sur la berge €dea Euros par metre. Le cdit par netre est
double, soit & Euros par mtre, lorsque ledble est posdans le fleuve.

X

4—@

BT

b

On souhaite minimiser le €b de I'installation.

a) Déterminer la longueux du cblea poser sur la berge pour minimiser leito
dans le caswa = 30 m etb =240 m.

b) Montrer que le able doit relier les deux implantations en ligne droite does
a> +/3b.

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Verifier I'identité suivante

2

=1 (45 - %) +cotg(45 - %)
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2. Résoudre Equation suivante et regsenter les solutions entre O at &ur le cercle
trigononétrique

4SirPx+2sirfx—2sinx = 1

3. Un observateur situenO se trouvea une distance de 100 m d'uatimentABCD de
forme rectangulaire dont la ba€® mesure 20 m. Il mesure 'anglOB qui vaut 2.
Calculer la hauteuAD du batiment ainsi que l'aire du triangl&OB sachant que la
hauteur du Btiment ne peut&passer 300 m.

Les calculs seront effedts avec 4 chiffres significatifs.

B A

100m

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Un pointP appartienta la diagonald8D d’'un care ABCD. On notec la longueur de
chacun des@és de ce caé. Demontrer legali€

BP-DP = ||AP||2— 2.

2. SoientABC un triangle rectangle eA, etd une droite passant p&. On noteG la
projection orthogonale dB surd, etE la projection orthogonale d& surd. On note
egalement; la paralelea AC meree parG, etd, la paralelea AB meree pait.

a) Démontrer que les droital, d, et BC sont concourantes.

b) Déterminer le lieu gonetrique du point d’intersection d#y et ded, lorsqued
varie.
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SEPTEMBRE 2015

ALGEBRE

1. Résoudre le sysme suivant, dans lequakest un parargtre €el

ax+y—z=-1
—X+ay+z=-1
ax+ay+z=a

2. On donne les matricegelles

1 2 1 2 1 3 a b
A= . B= ,C= etX = ,
(1a)e(h o) (5 a)ex-(5 %)

ou a,b,c etd sont des nombregels, aved > ¢ > 0.
On demande dedalerminera, b, c etd sachant que

BA X = C, 9a%d?+ b?c? — 6abcd= 36 et 2log c+log,d = 4.

ANALYSE

1. Lafonction arch, appeé arccosinus hyperbolique, pétite ctfinie par
arch(x) = In (x+ X2 — 1) :

Déterminer le domaine deafinition de la fonction arch, sesventuelles asymptotes
ainsi que legventuels extrema, points d’inflexion et poiatsangente verticale de son

graphe.
Sur base desésultats obtenus, esquisser le graphe de(&yckn illustrant bien la
concordance avec legsultats pealables.
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2. Par une @rie d’exgeriences €ali€es dans des conditionsédlairement conéiées,
on cétermine que le taux de croissance d’'uneatarde Egumineuse pelgtre decrit
par la fonctionf (1) de I'eclairementi dont l'allure est repFsenée graphiqguement

ci-dessous.

1

M max f

\

I opt [

Le taux de croissance
i. est positif,
ii. estnul sous ureclairement nul,
iii. est maximum et vauimax (connu) pour uréclairement optimunhy; (connu),

iv. tend vers 2ro si I'eclairement tend vers I'infini.

Déterminer toutes les fonctions de la forme
(1) = o+ Bl
-~ 148l +el?
permettant de traduire laégendance du taux de croissance @cldirementl en
exprimant les constantes apparaissant dans cette expressionction des parastres
Hmax lopt POSitifs mesugs ex@rimentalement.
Veiller a simplifier le Esultat au maximum.

3. On consiére les inkgrales
1 x
lh=[ ——dx, n .
n /(; 1+Xn ] € Q

a) Calculero, 115, 11, 12 etls.

b) Montrer que
1
Ih <lpy1 < > vYne N.
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TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. SiA, BetC désignentles sommets d’un triangle quelconqgeéeifier I'identité suivante

SiN2A+4sin 2B +sin 22 = 4 sinA sinB sinC

2. Résoudre Equation suivante
COSNX+ €cos(n— 2) X = COSX

Tracer les solutions entre 0 ett8ur le cercle trigonogtrique dans le cas particulier
oun=>5.

3. Soit la surfac& (surface grige sur la figure 1 ci-dessousglinitée par la cord@&B et
I'arc de cercle qu’elle intercepte.

FIGURE 1-r désigne le rayon du cercle @repésente I'angle
d’ouverture de I'arc interceptexprine en radians.

, . 1 _
a) Démontrer que I'aire de cette surface v&ut Erz (6 —sind)

b) Sur base de la formule doe® au point gFcedent, calculer la surface de
l'intersection de deux cercles respectivement de rayorgrlét 7 cm dont les
centresA et B sont distants de 12 cm (cf. figure 2).
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FIGURE 2 - Lintersection des deux cercles est regenée par la surface gée.

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consiére deux cercleg et ¢’ se coupant en deux points distinétet B. On note
P le point diangtralement opp@sa A sur C, etP’ le point diangétralement oppd@sa A
sur('.

Démontrer que les point, B et P’ sont aligrés.

2. Dans un regre orthonorra (O, X,Y), on consi@re une parabol@; d’axeY dont le
sommet est I'origind et dont tous les points ont une ord@enpositive ou nulle. On
consicere aussi la parabol®, translaée de?;, de sommet au point de coord@es
(4,0). Les parabole®; et P, sont telles que leurs tangentes respectivésur point
d’intersection sont orthogonales. On demande&aterthiner legquations caésiennes
de?P etP.
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EXAMENS DE 2016

Rappel
Les modaliés de I'examen sont modiéis depuis 2014 : chaq@preuveecrite se trouve
réduitea une duée de 2h30.

JUILLET 2016

ALGEBRE

1. Factoriser danR le polyrdmex® + 4.

2. Résoudre le sysme suivant, dans lequelest un paramtre €el :

mx+y=m+1
mx+ (2m—1)y=m’ 41

ANALYSE

1. Soit la fonction
f(x) — A

ou arepresente un paragtre €el non nul.

En discutant s’il y a lieu en fonction deg

a) determiner le domaine deéfinition de la fonctionf et seséventuelles
asymptotes;

b) étudier la croissance#droissance dé et caractriser segventuels extrema;;
c) sur base des informations recueillies, esquisser lehgyap def.
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2. a) Calculer
Ioz/lnxdx et Ilz/xlnxdx

b) Pour tout €]0,1[, on c&finit
1
Jn(0) =/ X'Inxdx ol neN
¢

Calculer
lim Jn(¢)

{—0t

1
/ X\ 1—x2dx
0

c) Calculer

3. On inscrit un rectangle dans un trian@lguilagral en faisant en sorte qu’uidté du
rectangle s’appuie sur udt du triangle comme illustrci-dessous.

Quelle est la fraction maximale de la surface du triangleoguitétre ainsi recouverte ?

/\

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Trouver toutes les valeurs dgour lesquelles Egalig suivante estarifiée :

SiN5X+ sinx+ 2sirfx = 1

Présenter sur le cercle trigon@tnique celles appartenaat’intervalle [—Tt, 1.

2. SiA, B etC désignent les angles d’'un triangle a&tb et c les longueurs desdtes

oppo£sa ces angles, montrer que :
a—b sinAZB

c  coss
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3. Deuxlignes de chemin de fer relient en ligne droite ldesA et B distantes de 300 km
par I'intermédiaire d’une villeC. Les villesA et B se trouvent respectivemeatune
distance de 200 km et 150 km de la vile Pour diminuer le temps de trajet entre les
villes A et B, on cesireéviter de passer par la ville et raccorder les deux lignes de
chemin de fer par une courbe en arc de cercle de 100 km de raygertte aux droites
AC etCB aux pointsD etE comme repeseng sur la figure ci-dessous.

O
A
300 km
B
50 km
D E
C

Quelle est la longueur de la nouvelle ligaeconstruire (ardE)? Quelle sera la
distance ADEB) a parcourir pour rejoindre les villes et B par cette nouvelle ligne ?
Calculer la surfac®CE du terrain sité entre I'ancienne ligne et la nouvelle ligne.

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. Par un poinP intérieura un cercleC de centreO et de rayorr, on mene deux droites
perpendiculaired; etd,. On noteA; un des points d’'intersection di avecC, etA,
un des points d’intersection a& avec(. Le milieu de la cordéA;Az] est noé M.
Démontrer legalie

OMP?+ [PM[? =12,

ou |XY| dénote la longueur du segmeity].

2. On donne une droitd tangentea un cercleC, et on considre le lieu des points
dont la distancex C estégalea la distancea d. On demande de caréciser ce lieu
a l'aide d'équations caésiennes, de pciser la nature de celui-ci, et de le regenter

graphiquement.
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SEPTEMBRE 2016

ALGEBRE

1. Un polyrome el f (x) et son poly@me cerivé f’(x) s'annulent tous les deux en= 2.
Montrer quef (x) est un multiple déx — 2)2.

2. Résoudre danR I'in équation suivante :

1 < 2 ‘
4x2 —8x+3 ~ 4x2—8x+4

ANALYSE

1. Soit la fonction ,
ac+x
f(x) = In2&F

ou arepresente un para@tre el strictement positif.

En discutant s’il y a lieu en fonction deg

a) ceterminer le domaine deéfinition de la fonctionf et seséventuelles
asymptotes;

b) étudier la croissance#droissance dé et caractriser segventuels extrema;;
c) étudier la concavit def et identifier se@ventuels points d’inflexion;
d) sur base des informations recueillies, esquisser lengrap def.

2. On consiére les inggrales du type
/2
|n:/ sif6de ol neN
0

a) Calculery, I1, 1> etls.
b) Montrer que, pour tout € N,

n+1
n+2

Ini2 =
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c) Utiliser les Esultats ci-dessus pour calculer

/2
I = / sin’6do
0

3. On inscrit un rectangle dans un demi-cercle de rdyen faisant en sorte qu’urdote
du rectangle s’appuie sur le diatne du demi-cercle comme illuétci-contre.

Quelle est la fraction maximale de la surface du demi-ceqgtie peut étre ainsi
recouverte ?

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Resoudre lequation trigonoratrique suivante en pcisant les conditions d’existence :

tgx—sinx

tgx+sinx
Repésenter les solutions appartenaat l'intervalle [—m 1] sur le cercle
trigononetrique.

2—2co

2. On souhaite couvrir la toitugequatre pans repsenée en vue de haut et en perspective
sur la figure suivante. La base de la toiture est rectanguldie ©tés AB = 8m
et BC = 12m. La toiture est syrgtrique, c’'esa-dire que les panaBE et CDF
sont isonétriques, de me que les panBCFE et ADFE. En mesurant les ates
principales de la toiture, on obtient ga& = 6m, EF = 6metFD = 6m.

B C
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a) Calculer la surface totale de la toit@eouvrir.
b) Calculer la hauteur de I'ate EF par rappos la base rectangulaire.

c) On souhaite poser des panneaux photoigias sur la toiture. Pour ce faire, une
inclinaison entre 30 ° et 40 ° est souleait Determiner quel pan de la toiture est
le plus approp@ pour accueillir les panneaux.

3. SiA, B etC désignent les angles d’'un triangle a&tb et c les longueurs desdtes
oppo£sa ces angles, montrer que :

cosB cosC = aer+CsinA
2 2  2a 2

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE
1. On consiére un triangleABC et un point arbitraire® appartenant audté [BC| et
distinct deB etC. Démontrer que I'on a

AB? | |AC? | |AP?

5&.50 CB.CB PE.PB

ou |XY| dénote la longueur du segmety].

2. On donne une droité passant par le centre d’'un cergleet on considre le lieu des
centres des cercles qui santa fois tangenta d et tangents egrieurement C. On
demande de caramiser ce liewa I'aide dequations caésiennes, de pciser la nature
de celui-ci, et de le repsenter graphiquement.




Examens de 2017 35

EXAMENS DE 2017

Rappel
Les modaliés de I'examen sont modiéis depuis 2014 : chaq@preuveecrite se trouve
réduitea une duée de 2h30.

JUILLET 2017

ALGEBRE

1. Calculer la valeur de I'expression

n
E= Z sinka .
K=1

SuggestionOn peut voir dans I'expressianévaluer la partie imaginaire d’'une autre

expression facila calculer.

2. Déterminer I'ensemble des valeurgdiles) dea pour lesquelles Enoné

Pour tout eelx, six > aalorsx? —ax+2—a>0

est vrai.

ANALYSE

1. La fonction coth, appék cotangente hyperbolique, pétite cefinie par

e+e ¥
cothx = "

a) Determiner son domaine défihition.
b) Déterminer sa pa#étéventuelle.
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c) Déterminer legventuelles asymptotes de son graphe.
d) Etudier la croissanceétroissance de coth et ca@riser segventuels extrema.

e) Etudier la concavé du graphe et&terminer seéventuels points d'inflexion.

f) Esquisser le graphe de coth.
g) Sans calcul suppinentaire, esquisser le graphe de la fonctemiproque de la
fonction coth. Peciser son domaine deé&finition.

2. Calculer les ir#grales et primitives suivantesid? est une constante strictement
positive.

a) /On/zcoszx dx
b) /x\/ R2 — x2 dx
c) /\/ RZ — x2 dx

3. Une citernex gaz endle a la forme d’un cylindr@ base circulaire de rayarsouck a
deux demi-spéres de rame rayon.
Sachant que le prix de lale est dey euros par ratre care et que le prix de la soudure
(aux jonctions entre le cylindre et les demi-epds) est dg ¢ euros par ratre, aiy et
¢ sont des constantes strictement positives, montrer guste un rayon optimum
r* permettant de minimiser le @b de €alisation de cette citerne pour un volume
V = 2m/3/3 donre.
Exprimerr* en fonction de/.

TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre dank
25in(2x) 4 cog2x) = 2sirf x+ 3tgx

et repesenter les solutions comprises entmeet Ttsur le cercle trigonogtrique.

2. A, B etC designant les mesures des angles d'un triangle &garére, montrer que, Si

sinC

tgB=-——_
g 1—coC’
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alors le triangle est is@te.

3. On cksire relier les sommet& et C de deux collines par ureplerique. Afin de
déterminer 'ampleur des travaux, des mesures topograpbisont effecteesa partir
de deux pointsE et F distants de 5km et siés tous deux dans unéame plan
d’observation horizontal. Les poinBet D repésentent respectlvement les bases des
sommetsA et C dans le plan d’observation. Les angléEE AEF et AEB valent
respectivement 13672, 157.1063 et 58750 et les angle§FE CEF etCFDvalent
respectivement 82493, 689063 et 31996.

A

5km .

F

a) Calculerla hauteur des sommets des deux collines parntagpolan d’observation
(longueur des segmeni&, B] et [C, D).
b) Calculer la distance entre les deux sommets (longueurginesg|A, C])

GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consiére un cercle de centreD. Sur un diamtre de ce cercle, on fixe deux points
distinctsP et P/ 'eqwdlstants d®. Un pointM mobile parcouriC. Démontrer que le

produit scalaire®M - P’ M reste constant.
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2. On donne un tragzeABCD, avecAB || CD. Les diagonalefAC] et [BD] de ce trapze
sont de néme longueur et se coupenangle droit. Leur intersection est aet.

a) Demontrer que les segmerifd | et [Bl] sont de @me longueur.
b) Calculer]AD|?+|DC|? + |CBJ2 + |ABJ2 en fonction dgAD.

c) Sil'on noteM le milieu de[AD], demontrer quéM est perpendiculaira BC.

SEPTEMBRE 2017

ALGEBRE

1. Réesoudre le systne suivant, dans lequakest un paramtre €el :

ax+(a+1)y+(a+2)z=a
(a—1)x+(a+3)y+(a+l)z=a-1
(a+2)x—y+(2a+2)z=4
2. Décomposer dang le polyrdmez* + 1 en un produit du type
(Z+b1z+¢1)(Z +boz+¢).

Si plusieurs possibiles existent, on les donnera toutes.

ANALYSE

1. On consiére la fonction
f(x) =e X(x*+a)
ou a désigne un paragtre Eel strictement positif. En discutant s’il y a lieu en foocti
de la valeur de,
a) determiner le domaine deefinition def;
b) déeterminer sa pagétéventuelle;
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c) determiner leeventuelles asymptotes du graphefde
d) étudier la croissance#groissance dé et caractriser segventuels extrema;;

e) esquisser le graphe de

2. On consiére les inkgrales
/2 /2
S = / xX'sinxdx et Ch= / x"cosx dx
0 0

a) CalculerCo.
b) Calculers;.
c) Montrer que, pour tout > 0,

Ch=0a"-nS 1
ou a désigne une constanaéedeterminer.

1
d) De ce qui pecdde, @duire la valeur de I’irﬁgrale/ (arcsinx)zdx
0

3. Un canard se trouvant énau bord d’un lac circulaire de raydhsouhaite atteindre le
pointC diametralement oppd@sdu lac. Pour ce faire, il peut nager en ligne droité\de
aC, marcher le long de la berge d@ea C ou nager en ligne droite depuis son point de
départ jusqua un point interradiaireB situé sur la berge puis marcher le long du bord

deB acC (voir figure).

Sachant que ce canard marche deux fois plus vite qu’il ne,nd&germiner la
trajectoire la plus rapide pour atteindre le pahtiustifier.

B
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TRIGONOMETRIE ET CALCUL NUMERIQUE

1. Résoudre danR
2 sirf xcotgx + sin(3x) 4 sinx = 0
en specifiant les conditions d’existence et répenter les solutions comprises dans
[—T1t, 1 sur le cercle trigonogtrique.

2. SoientA, B etC les trois angles d’un triangle noegerére. Montrer que, si
Sir? A+ sir B+ sinC = 2,

alors le triangle correspondant est rectangle.

3. On cesire installer des emplacements de stationnement daemitlans une rue de
largeurc. Chaque emplacement doit pédger une largeurde 23 m, une profondeur
h de 5m et doit comprendre une surface égagement au moiregalea la surface
de 'emplacement de stationnement pour permettre la sdutiehicule. La situation
est repesengéea la figure ci-dessousid repisente la largeur de I'emplacement de
stationnementh sa profondeur etx 'angle d’inclinaison de I'emplacement avec le
bord de la route. La surface déghgement est reggsenge en pointile.

(a) Calculer la largeur minimalede la route permettant d’installer les emplacements
de stationnement si I'angle d’inclinaisonest de 60.

(b) Calculer la valeur maximale de I'angle d’'inclinaisanpermettant I'installation
des emplacements de stationnement si la largeur de lacoatg 87 m.
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GEOMETRIE ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. On consiére un cercl& de centréD, et un paraklogrammeABCDdont I'intersection
des diagonales tacide avedD. Un pointM mobile parcourtC. Démontrer que la

valeur de
IMAJ2 + |[MB|?+ [MC|? +|MD|?

reste constante.

2. Sur les 6tés[OA et [OB] d’un triangle rectangle e®, a I'extérieur de celui-ci, on
construit les triangleg¢quilatraux OAC et OBE. Les milieux des segmen{©A et
[OB] sont respectivement regA’ etB'.

Démontrer que la hauteur du triangDAB issue deO et les droites:E et B'C sont
concourantes.




42

Universi€é de Liege
Faculé des Sciences Appliges
Institut de Mat@matique - Bit. B37
Quartier Polytech 1
All ée de la [Bcouverte, 12
4000 - LIEGE 1

Tél. : 04/366.94.36. Fax : 04/366.95.75.

http ://www.ulg.ac.be



