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Question 1 Montrer que, si la relation suivante liant les mesures des trois
angles A, B et C d’un triangle est vérifiée

co8s3A + cos3B + cos3C =1
alors, A, B ou C vaut 120°.

Solution

En notant que m = A+ B+ C et en faisant usage de la formule de factorisation :

cosp + cosq = 2cosp+q cos ; q’
I'identité initiale peut étre mise sous la forme :
3(A+ B 3(A-B
2 cos (4+ )cos ( )+cos[37r—3(A+B)]:1.

2 2

En utilisant la formule de duplication des arcs cos2z = 2cos?x — 1, il vient :

3(A+ B 3(A-B 3 3(A+B
2 cos (4+ )cos ( )+2cos2{i—g —1=1
2 2 2 2
Ensuite, il suffit de noter que cos? [37” — W} = sin? W = 1—cos? W

et nous obtenons la relation suivante qui peut étre factorisée aisément :

3(A+B) 3(A-B)  ,3(A+B)

cos 5 cos 5 — Cos 5 =0
3(A+ B 3(A—-B 3(A+ B
& cos ( + ){COS ( 5 )—cos ( ;_ )}:O
3(A+B) . 3A—3B+3A+3B ., 3A-3B—-34A-3B
& cos sin sin =0
2 4 4
écoswsin%sinﬁ*()
2 2 2

Cette équation est satisfaite pour les conditions suivantes :



3(A+ B) 3(A+B) 7

0052:0,cequizentraine2:2:>A+B:§:C:
W—(AJrB):W—g:%:l?OO.
A A A
—Sin%:o ﬁ%:o = A:O(érejeter)ou%:ﬂ = A=120°
“ 3B 3B 38
—Sin7:0 :>7:0 = BzO(érejeter)ou7:7r = B =120°.

Question 2 Résoudre dans R [’équation
4 (sinz + cosz) — 8sinzcosx = 5

et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique. Noter que bien que
les solutions trouvées ne soient pas exprimables sous la forme d’angles remar-
quables, il est possible de les représenter de facon précise sur le cercle trigo-
nométrique.

Suggestion pour résoudre l’équation : poser y =sinx + cosz

Solution

Méthode 1

Posons
y =sinx + cosx
= y?=sin?z+ cos’x + 2sinzcosxz = 1+ 2sinz cosx
= 2sinzcosz =y? — 1. [1pt]

L’équation a résoudre se réécrit

1
4y —4(P -1 =5 & y2fy+1:0 [2pt]

1\? 1
< y—35 :Oﬁy:a

Par définition de y, on obtient donc comme nouvelle équation a résoudre

1
sinz 4 cosz = 7 [1pt] (1)



™
Tenant compte de ’égalité tg 1= 1,0on a

. 1 . ™ 1
smx—!—cosx=§ <= &nx—ktgzcosx:i [1pt]
- ) 7T+, m 1 s
sinx cos — + sin — cosx = = cos —
TR IR e = 5ty
s ﬁ
& osi - =— 1pt
w2
2
& x—i—zzarcsini—i—%nr
4 4
2
ou x—i—%:w—arcsin%—i—ﬂfﬂ (keZ)
2
& x:arcsini—z—l—le
4 4
3 2
ou xzzﬂ—arcsin%—i—%ﬂr (keZ) [1pt].

Les solutions de I’équation trigonométrique sont donc
V2 o 3 V2
S = {arcsm 7 "1 + 2km U ~ ~ aresin —— +2km,, k€ Z. [1pt]

Remarques

2
e Pour obtenir un segment de droite de longueur [ (en unité arbitraire),

on peut utiliser le fait que la longueur de I'hypoténuse d’un triangle
rectangle isocele dont la longueur des cotés adjacents a ’angle droit vaut

1 2 1,4
1 ou 'approximation £ ~ ;L =0, 35.
e Les solutions de ’équation sont notées
\/5 T
= n — — — k
X1 arcsin 1 1 + kT
3 . 2 k m L 2 Tk
To = — —arcsin— T = — + arccos — 7r
? 4 4 4 4

oAl k € Z.

Répartition des points

e 8 points pour la résolution de 1’équation dont
— 4 pour Pobtention de 1’équation (1) [détails voir supra]
— 4 pour la résolution de 1’équation (1) [détails voir supra]
e 2 points pour le dessin

Méthode 2

L’équation est inchangé quand on remplace sinx par cosz et réciproquement.
Cela suggere le changement de variable

™

Y= 1 - Z. [1pt]
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FIGURE 1 — Les solutions z1 et x2 de I’équation sur le cercle trigonométrique.
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On a, en utilisant les formules d’addition,

. o 1 .
siny = sin <Z —3:) = ﬁ(cosx—smx),
r 1 .
Ccosy = Cos (Z - m) = E(cosx +sinz) [1pt]

dont on déduit

sin x (—sinz + cosx),

cos T (sinz + cosx). [1pt]

Sl =Sl

Par conséquent,
sinz cosx = %(COSQ y —sin?y) = %(2 cos?y — 1)
et
sinz + cosz = V2 cosy. [1pt]

En injectant ces résultats dans ’équation trigonométrique initiale, on obtient
I’équation

8cos?y — 4\/§cosy+ 1=0
ou de maniere équivalente, en posant z = cosy,
822 —4V2z +1=0. [1pt]
Cette équation admet pour unique solution
z= - [1pt]

dont on déduit

cosy = g =y= :I:arccos? +2km (k € Z)

=z = — arccos ? +2km ou x = % + arccos g +2kn (k€ Z) [1pt].

4

Les solutions de ’équation trigonométrique sont donc
2 2
S = {Z — arccos % + 2k7r} U {Z + arccos % + 2k7r} , kel [1pt]

La représentation des solutions sur le cercle trigonométrique faite précédemment
reste bien entendu valable et vaut toujours [2pt].



Méthode 3
On a

4(sinx + cosz) — 8sinxcosz =5 &  4(sinx + cosx) =5+ 8sinz cos .

Elevons les deux membres au carré (attention, cela peut engendrer des solutions
parasites), on en déduit

16(sinx + cosz)? = (5 + 8sin x cos x)?
= 16(sin® x + cos? x 4 2sinz + cos ) = 25 + 64 sin® x cos® = + 80sin z cos =
& 64 sin? x cos? z 4 48sinz cosz +9 = 0 [1pt]. (2)
Posons
y = 2sinz cos x = sin 2. [1pt]

L’équation (2) se réécrit
162 +24y +9=0y=—C- [1pt].
On en déduit
. 3
sin 2x = 1 (3)
L’équation originale peut alors se réécrire
4(sinx + cosz) =5 + 4sin 2z

= 4(sinz 4 cosx) = 2

= sinz + cosz = % [1pt]
Cette dernieére équation est précisément 1’équation (1) obtenue & la méthode 1.
A partir d’ici, la résolution est donc la méme qu’a la méthode 1.
Une autre option consiste & résoudre directement 1’équation (3) ([2pt] pour ne
pas accorder trop de points a I’élimination des solutions parasites) et & éliminer
les solutions parasites ([2pt]). Dans ce cas, les solutions de I’équation trigo-
nométrique s’écrivent

1 .3 T 1 .3
S = {75 arcsin o + 2k7r} U {5 + 5 aresin o + ka} , keZ. [1pt]

La construction de la représentation des solutions de 1’équation sur le cercle
trigonométrique est différente mais peut encore valoir [2pt].

Question 3 Deux poulies de rayons respectifs 5cm et 8cm sont disposées a
15cm de distance centre a centre. Calculer la longueur L de la courroie autour
de ces poulies. La courroie est représentée en gras sur la figure fournie au verso
de cette feuille et les points A, B, C' et D représentent les points de tangence
de cette courroie avec les poulies.



FIGURE 2 — Le systéeme a deux poulies

Solution

On appelle O le centre de la poulie de rayon 5 cm. On appelle P le centre de la
poulie de rayon 8 cm. Observons que, par définition de la tangence, les angles

@ et P/C\B sont de 90°.

Partant de O, on trace la parallele & BC, qui intersecte le segment de droite PC'
en F (voir Figure). Observons que OBCE est donc un rectangle et le triangle
OEP un triangle rectangle. On en déduit que CE vaut 5 cm et EP vaut 3 cm.
Dans le triangle rectangle OE P, on peut donc calculer

OE =VOP - EP

=1/152 — 32 =~ 14.7 cm.

On remarque que la figure est parfaitement symétrique selon I'axe OP. Des lors,
AB = BC = OF =~ 14.7 cm.

Il nous reste a calculer les longueurs des arcs BA et CD. Pour ce faire, on doit
calculer les angles BOA et DPC. L’angle EOP peut se calculer dans le triangle
rectangle. On a sin(E/—OTD) = % = 1—?’5 Donc EOP = 11.54°. Par symétrie de
la figure, 'angle permettant de déterminer I’arc de cercle vaut

BOA = 360° — 2 - (90° + EOP) ~ 156.93°.

On peut donc calculer

— BOA 156.93
BA =2nr 360 107 360 13.7 cm.

Pour l'autre arc, on calcule 'angle EPO qui est le complémentaire de EOP
donc FPO = 90° — 11.54° ~ 78.46°. L’angle qui intercepte ’arc de cercle vaut



donc 360° — 2 - 78.46° ~ 203.08° L’arc de cercle recherché vaut donc

203.08
360

CD=2r-8 ~ 28.4cm.

Le périmetre total s’obtient donc comme la somme des deux arcs de cercle, de
BC et de AD, c’est-a-dire 14.7 + 14.7 + 13.7 4+ 28.4 ~ 71.5 cm.
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Question 1 Résoudre dans R

COST — Ccos 3T
————————— =cCoszx
sinx

en spécifiant les conditions d’existence et représenter les solutions comprises
dans [—m, [ sur le cercle trigonométrique.

Solution
C. E. : sinz # 0, c’est-a-dire x # km, k € Z.

Les conditions d’existence étant posées, nous pouvons a présent multiplier
par sinz des deux cotés de ’équation et obtenir

cosx — cos3x — cosxsinx = 0.

Nous utilisons ensuite la formule de factorisation de Simpson sur les deux pre-
miers termes de I’équation. Celle-ci peut donc se transformer en

—2sin(2x) sin(—xz) — cosxsinx = 0. @ (1)
On peut alors factoriser en

sin (2 sin 22 — cosx) = 0.

Nous pouvons ensuite utiliser 'expression de sin 2z en fonction de sinx et
cos x et obtenir

sinz(4coszsinx — cosz) =0

sinzcosz(4sinz — 1) = 0. @

Par la regle du produit nul, on étudie les familles de solutions :

1. sinx = 0 qui sont a rejeter en vertu des conditions d’existence



o[y

x =7 — arcsin(§) x = arcsin(})
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FIGURE 1 — Représentation des solutions sur le cercle trigonométrique

2. cosx = 0 qui donne lieu aux solutions x = § + km, k € Z.
3. 4sinz — 1 = 0 qui donne lieu & z = arcsin(1) + 2k, k € Z
et © =7 — arcsin(%) + 2km, k € Z.

Question 2 Démontrez qu’un triangle est rectangle si la relation
cos B 4 cos C' = sin A

reliant la mesure de ses angles A, B, C' est vérifiée.

Solution

En factorisant le membre de gauche de ’équation par application de la rela-

+4q p—=
cos

tion cosp+cosq = 2 cos b a et en utilisant la relation de duplication

d’un angle sin 2a = 2sina cosa au membre de droite, il vient :

9 B+C B-C 9 A A
= 2sin — —
cos —— €08 — sin - cos -
La somme des mesures des angles d’un triangle étant égale a 7, nous pouvons
B+C A
écrire A+ B+C =7 = cos ;r = cos g -5 = sin 7 En remplagant

cette derniere expression dans le membre de gauche de ’égalité, nous obtenons :

9 i A B-C
sin — cos
2 2

pin A eos A _ o o gsn A (c0s B-C A,
S D) COs B = sin 2 COS 2 COS D) =

Le second facteur est factorisé par application de la relation cosp — cosq =

+q . p—q

sin et donne :

—2sin?

=0

. . B-C+A  B-C-A
—4sin — sin sin
2 4 4



Par la régle du produit nul, cette relation est vérifiée lorsque une des conditions
suivantes est vérifiée :

— sin — = 0 soit A = 2k7, k € Z. Solution & rejeter puisque 0 < A < 7.
B-C+A B-C+A
— sin % = 0 soit % = km,k € 7Z. En tenant compte du

fait que A+ B 4+ C = m, cette solution s’exprime C' = g(l —4k), k € Z.

Toutes ces solutions sont a rejeter sauf celle correspondant a k = 0 pour

laquelle C' = %
B-C-A B-C-A
— sin — = 0 soit — = km,k € Z. En tenant compte du

i
fait que A + B + C = m, cette solution s’exprime B = 5(1 +4k), k € Z.
Toutes ces solutions sont a rejeter sauf celle correspondant a k = 0 pour
laquelle B = g

™ s
Les seules solutions retenues sont B = 5 et C = — et le triangle est bien

rectangle en B ou C.

Question 3 Lors d’un match de football, un coup franc doit étre tiré du point A
situé a 10 metres a droite du poteau du gardien et a 20 métres dans la profondeur
du terrain (voir Figure). On suppose que le gardien occupe une largeur de 1 métre
sur sa ligne de but, entre les points B et C et que le tir s’effectuera en ligne
droite en négligeant la présence d’autres joueurs sur le terrain. Déterminer la
distance x = DC' ot doit se placer le gardien afin de couper 2 degrés de l’angle
de tir de l'attaquant, c’est-a-dire, afin que ’angle BAC wale 2 degrés.

B C T

m

D

20 m




Solution

On note « l'angle CAD et z la longueur recherchée DC.

Dans le triangle AC'D, on peut exprimer la tangente d’a comme tan(a) = 20"
Dans le triangle ABD, on peut exprimer la tangente de ’angle BAD comme

1 —
tan(a 4+ 2°) = %, en utilisant le fait que 'angle BAC vaut 2° et que la

distance BC' = 1 m.
On peut ensuite utiliser la formule d’addition des tangentes sur la derniere

expression et écrire

tan a + tan 2°
t )= —————————, 2
an(ar +2°) 1 — tan o tan 2° @)

T
En remplacant tan o = 20 dans (2), et, afin de soulager la notation, tan 2° par

t, on obtient

%—i—t:erl
1—tZ 20
x + 20t r+1
20—tz 20 (3)

Remarquons au passage que x doit étre différent de pour que I'expression

ait du sens, ce qui correspond & un angle o de 88°. En simplifiant (3), on obtient
successivement

20z + 400t = (20 — tx)(z + 1)

20 + 400t = 20x + 20 — tz? — tz,

ce qui, apres simplification, donne 1’équation du second degré
tx? + tz + 400t — 20 = 0.

On calcule le discriminant A = #? — 4¢(400t — 20) = —1599t? + 80t, ce qui, en
remplagant ¢ = tan2° = 0.0349 nous donne A = 0.8437. On obtient donc les

deux solutions
—t+ VA
r=—
2t

soit 12.652 et —13.652. La deuxieéme solution est a rejeter car elle signifierait que
le gardien est en dehors de son goal. On obtient donc finalement = =~ 12.652 m.




