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Dans I’espace, on donne quatre points (distincts) A, B,C,D et les vecteurs o, v

suivants
% = DA +2DB —3DC, ¥ =2BA - 6BC.

1.1) Exprimer @ sans utiliser D.
1.2) Démontrer que ¥ et ¥ sont paralléles.

Ezxemple de résolution.
1.1) Vu la relation de Chasles, on a

DB=DA+AB et DC =DA+AC

donc

@ = DA+ 2DB — 3DC = 248 — 34C = —AB — 3BC' = BA — 3BC.

1.2) On obtient ainsi
T =2BA - 6BC = 27,

ce qui montre que les vecteurs @ et ¥ sont paralleles.

On se place dans le plan. Par un point P intérieur & un cercle C de centre O et
de rayon r, on méne deux droites orthogonales d; et dy. On note A; un des points
d’intersection de d; avec C, et A; un des points d’intersection de d; avec C. Le milieu
du segment [A;A,] est noté M.

2.1) Donner une représentation graphique claire et précise des données.
2.2) Démontrer 1’égalité
|OM|? + |PM* = r?,

ou

XY| désigne la longueur du segment [XY].

Ezxemple de résolution.
2.1) On a la représentation suivante.
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2.2) Les segments [OA4] et [OA;] ont méme longueur, & savoir le rayon r du cercle; le triangle
A10A; est donc isocele. La médiane OM de ce triangle A;OAs est donc également sa hauteur. 11
s’ensuit que le triangle OM A; est rectangle en M. On a donc (Pythagore)

r? = |OA)* = |OM|* + |M A, |?.

Cela étant, le triangle A1 PAs est rectangle en P (puisque les droites dy et dy sont orthogonales).
La droite PM étant la médiane de ce triangle issue de P, la longueur du segment [PM] est égale &
la moitié de celle de ’hypothénuse [A; As], ou encore & la longueur du segment [M A;]. On a donc
finalement

r?2 = |OM|? + |MA,|? = |OM|? + |PM|?,

ce qu’il fallait démontrer.
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On se place dans un repére orthonormé du plan, d’origine O, et on donne la courbe
P (parabole) d’équation cartésienne y = 2. On considére alors les droites d qui coupent
P en deux points M, N (différents de ’origine) de telle sorte que les vecteurs OM et
ON soient orthogonaux. Démontrer que les droites d passent par un point fixe, a
déterminer.

Ezxemple de résolution.

M

i

Comme N et M sont des points de P différents de 'origine, leurs coordonnées s’écrivent (A, A2)
et (u, 1?) ol A, pu sont des réels non nuls. Par ailleurs, les vecteurs OM et ON devant étre ortho-

gonaux, on doit avoir
0 = OMeON = M+ A2 p?

c’est-a-dire
Ap=—1

puisque Ap # 0.
Cela étant, la droite passant par M et N a pour équation cartésienne

T — A y— A2

= A - ‘u2_)\2’

On a alors successivement
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La derniére forme de 1’équation montre que le point de coordonnées (0,1) est sur chacune des
droites M N puisque ses coordonnées vérifient bien 1’équation.

On se place dans le plan et on considére un parallélogramme ABCD. On définit
alors les points E et F' par AF = 34D et BE = fﬁ/?)
(a) Donner une représentation graphique des données.
(b) Exprimer les vecteurs CE et CF comme combinaison linéaire de AD et AD.
(¢) En déduire que les points C, E, F sont alignés.

Ezxemple de résolution.
(a) On a la représentation suivante.

(b) On a tout d’abord

1
CL =CB + BE = CB + 5 AC;
ensuite, comme ABCD est un parallélogramme, on a

CB=DA et AC =AB+ AD.

On obtient ainsi

CE=-AD+  AB+  AD = L 4B - > 4D,
De maniere analogue, on a

CF =CA+AF = CA+3AD = ~AB — AD + 34D = —AB + 2 AD.
(c) Par le point précédent, on obtient
CE — %ﬂ?—%@ - _% (4B +24D) = _éﬁ

ce qui implique que les trois points C, E, F' sont alignés.
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